Lista de problemas 2: Fisica Quantica 2016.3

Funcao de onda, pogo de potencial.

1. Verifique que a fungéo

(2, 1) = Asin%e‘mt/h —a/2<z<a/2
R 0 < —af2ouz>al2

é uma solucdo da equagdo de de Schrédinger na regido —a/2 < x < a/2 para uma particula que se move
livremente, mas esta confinada nessa regiao. Determine a energia associada ao estado cuja a funcao de onda é
8n2h? 2

¥ (x,t) acima. Encontre a constante de normalizacdo A. Resposta: I/ = 1 A = /=

2. Um elétron esta confinado em um pocgo de potencial finito com largura de 1,0 x 10~%m e altura (do potencial)
de 2,0 eV. Existe um estado ligado correspondente a n = 3 para este caso? Justifique a sua resposta.

3. Um elétron esta confinado na regido entre z = 0 e x = L, onde pode se mover livremente. Fora dessa regiao
o potencial é infinito. a) Determine a fun¢do de onda normalizada do estado fundamental para este elétron
em todo espaco. b) Qual a probabilidade de encontrar o elétron na regido entre 0 e L/3, quando este esta no
primeiro estado excitado? Resposta: 0,402

4. Considere um elétron aprisionado em um poco de potencial unidimensional infinito com largura de L = 300
pm. Qual é a probabilidade para que se possa detectar o elétron no primeiro estado excitado na regiao entre
r=0,5Lex=0,75L. Resposta: 0,25

a

5. Considere uma particula de massa m confinada no intervalo —5 < x < 5 onde o potencial & nulo. Para z < —3
e x > —% o potencial é infinito. a) Resolva a equagdo de Schrédinger para esse sistema e mostre que as fungdes
de onda resultantes sio de dois tipos: as fungoes de onda pares, 1, (—z) = 1, (z), e as fun¢des de onda impares
Yn (=) = =, (). b) Mostre que essas fungdes de onda sdo equivalentes as obtidas para o caso em que a
particula estd confinada no intervalo 0 < 2’ < a (dica: observe que as as fungoes de onda do item anterior

nm
a

podem seer obtidas deste ultimo deslocando a origem, 2’ = 2 + §). Resposta: a) \/gsin( x) para n par, e

2.0c (BT i
\/:cos( p x) para n impar.

Funcao de onda, equagao de Schrédinger, valores médios.

6. Uma particula de massa m encontra-se no estado
U (z,t) = Ae~el(ma?/n)+it]

em que A e a sdo constantes positivas e reais. a) Normalize ¥ (z,t).
b) Encontre a fungio energia potencial V (x) para a qual ¥ (z,t) é solugdo da equagio de Schrédinger.
¢) Calcule os valores médios de =, 2, p e p°.

d) Calcule o desvio-padrio o, e 0 0,. O produto destas quantidades é compativel com o principio de incerteza?

Resposta:a) A = (27‘:,2”)%; b) V (z) = 2ma®z?;c) (z) =0, (2?) = 4fm, (p) =0, (p?) = amh; d) o, = \/ﬁ,

_ _h . C .
op = Vamh, 0,0, = 5 (compativel com o principio de incerteza).

x

7. Em uma regido do espago, uma particula possui uma fun¢do de onda dada por ¢ (x) = Ae” 2L7 e energia
E = h?/2mL?, onde L é um comprimento.
a) Determine a energia potencial em funcao de z.
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b) Qual tipo de potencial classico tem essa forma?

c) Determine a energia cinética em fungio de z.

d) Mostre que x = L é o ponto de retorno classico.

e) Seja V () = mw?x?/2 a energia potencial de um oscilador harménico unidimensional, onde w ¢ a frequéncia
angular. Compare V (x) com o resultado obtido no item a e mostre que a energia total do estado com a fungéo
de onda 1 (x) acima pode ser escrita na forma E = hw/2.

f) Obtenha o valor médio, (x), da posicao da particula.
2 2

Respostas: a) V (z) = h—zf—i; c) K = % (1 _ %)

2m

. Considerando que (z) e (x2) representam o valor médio de z e o valor médio de 22 num dado estado v, calcule

op =/ (22) — (x)? , 0p = \/(P?) — (p)? e 0,0, para o estado fundamental do poco quadrado infinito. O resul-

2 . . .. . . 2 2
tado do produto o0, é consistente com o principio de incerteza? Explique. Respostas: o, = \/—f? + %;

_ h. . | 1h
Op = 215> 920p = \/ T 22 + 132

. A partir da equagao de Schrédinger mostre que o valor médio da energia cinética de uma particula é dado por
+oo h2 de (l‘)
Ecin = * . d
Ean) = [0 @) |5 T a0

Para o seguinte estado estacionario de uma particula com energia E

Et
h

Up (@0) = [CeF 0o T ]

sendo Cy constantes, determine a densidade de probabilidade, pg =| 1/)E |2, e a corrente de de densidade de
probabilidade jgp = —i% (wE%wE - wE%wE). Verifique que a(!)';f + 88]—5 =0.

2
A energia de um oscilador harménico linear ¢ £ = 2
harménico simples e w é a frequéncia de oscilacao.

a) Mostre, usando a relagdo de incerteza Ax Ap = % (valor minimo do produto Az Ap), que a energia média

pode ser escrita como

+ %mw2x2, em que m é a massa da particula em movimento

(E) = h72 + 1mw2 (2*);
3272m (x2) 2 ’

b) mostre entdo que a energia minima do oscilador é %ﬁw Esta é a chamada energia de ponto zero do oscilador

. . . L. - . 2 . L.
harménico linear. (Dica: minimize E em relagido ao comprimento (Ax)” = <x2> Observe que a energia minima
no caso classico seria zero.)

Mostre que, no caso estacionario, i.e., quando ¥ (z,t) = 9 (z) e *F*/" em uma dimensdo, a corrente de densi-
dade de probabilidade é nula para um estado ligado, em qualquer ponto do espago. (b) Usando o resultado do
item anterior, mostre que (p) = 0 para um estado ligado em uma dimensao. Dica: Use integracao por partes.

— 2

A expressao do operador Hamiltoniano do oscilador harmonico é dada por H = 7— + %mw x2, onde o primeiro
termo representa a energia cinética e o segundo é a energia potencial. Sabendo que os estados do oscilador sdo
ligados, e usando o resultado do exercicio anterior (b), escreva uma expressdo para o valor esperado da energia
em termos das incertezas Ap e Az (use definigdo dessas grandezas e também que, por simetria, (z) = 0).

Mostre, diretamente a partir da equacio de Schrodinger independente do tempo, que (p?) = 2m[E —V (x)])
para qualquer potencial V (), e que (p?) = (2mFE) para o po¢o quadrado infinito. Use este resultado para
calcular (p?) para o estado fundamental, n = 1, e para o primeiro estado excitado, n = 2, do poco quadrado

. . 2 2
infinito. Respostas: (p?),—; = fﬁ; (P*) =2 = %;



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Considerando que (z) e (x2) representam o valor médio de z e o valor médio de 22 num dado estado v, calcule

oz =/ (22) — (x)? , op = \/(P?) — (p)? e 0,0, para o estado fundamental do poco quadrado infinito. O resul-
tado do produto 0,0, é consistente com o principio de incerteza? Explique. Respostas: o, = \/—% + %;

h . _ 1 1h
Op =313 0a0p =/ "5z T 133
No tempo ¢t = 0 uma particula é representada pela fungao de onda

A% se 0<z<a

U (z,0) = AX2Z se a<z<b

0 se x<0ouwx>b,

a) Normalize ¥ (z,0), isto é, calcule o fator de normalizacdo A como fun¢éo de a e b.
b) Faca um esboco do grafico de ¥ (z,0).
¢) Qual a probabilidade de encontrar a particula do lado esquerdo de a?

d) Calcule o valor médio de z. Respostas: a) A = \/%; c) 4;d) 2etb,

Barreiras de potencial.

Discuta qualitativamente os fenémenos de reflexdo e transmissao de ondas na barreira de potencial e no potencial
de poco quadrado.

Uma particula esta sujeita a potencial degrau de altura maior do que a energia cinética dessa particula. Faca
o esbogo do modulo quadrado da funcéo de onda da particula (dica: Tente chegar na férmula geral de solugéo
primeiro. O esboco deve qualitativamente mostrar todas as interferéncias de ondas!).

Uma particula esta sujeita a potencial degrau de altura menor do que a energia cinética da particula. (a) Faga
o esbogo do modulo quadrado da funcdo de onda da particula. (b) Considere agora que a particula esta sujeita
a um potencial na forma de barreira retangular, com altura maior do que a energia cinética da particula. Faga
o esbogo do modulo quadrado da funcao de onda da particula nessa situacao.

Considere o potencial degrau

0 se x<0 (regigo I)

Viw) = Vo se x>0 (regido II),

em que Vj é uma constante positiva.

a) Sendo E = V;/2 a energia de cada particula num feixe lancado inicialmente de < 0 e que se move em
direcdo a x >, calcule o coeficiente de reflexdo R. Nesse caso qual é o comportamento da fun¢do de onda de
uma particula na regido onde z > 0? E possivel observar particulas nesta regido em algum momento?

b) Para E = 2V}, calcule o coeficiente de reflexdo R e o coeficiente de transmissdo 7. Mostre que R+ T = 1.
c¢) No caso do item b) e considerando que o feixe contém aproximadamente um milhdo de particulas, qual seria
o numero estimado de particulas refletidas? Resposta: a) R = 1. Na regido onde = > 0 (regido II), a funcao

. . _ /Mm% (27\/5)2 8v/32
. = —"_t T = —5
de onda cai exponencialmente, i1 (x) e~ 7 %;b) R (Ve e vl c) 30000
Repita o exercicio anterior, mas agora com o degrau de potencial definido por V =0paraz < 0e V = =V}

para z > 0, fazendo a velocidade da particula aumentar em vez de diminuir. O nimero de onda da particula
incidente continua a ser k1, e a energia inicial continua a ser E = 2Vj. Responda as questoes (a), (b), (c) e (d)
do exercicio anterior, discutindo os resultados obtidos.
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Um feixe de elétrons de 1 eV incide sobre uma barreira retangular de 4 €V de altura e 10 A de espessura.

a) determine as probabilidades de transmissao e de reflexdo para os elétrons no feixe.

b) se os elétrons tivessem energia de 3,5 €V quais seriam os valores dessas probabilidades? Respostas: (a)
T =5,8x10"8 (b) T =1,25x 1073

Em um dispositivo semicondutor, uma camada de 6xido forma uma barreira com 0.5 nm de largura e 10 V de
altura entre os dois fios condutores. Elétrons chegam a barreira depois de serem acelerados por uma tensao de
5V, partindo aproximadamente do repouso.

a) Qual fracdo dos elétrons incidentes consegue atravessar a barreira por tunelamento?

b) Qual deve ser a tensdo de aceleragdo para que a fracdo dos elétrons incidentes que consegue atravessar a
barreira por tunelamento seja o dobro do valor encontrado no item a)? Respostas: (a) T = 4,2x107%; (b) 5,6V

Mostre que o coeficiente de transmissao é nulo para o caso de particulas incidentes em um degrau potencial de
altura V) > E, onde E é a energia cinética inicial das particulas.

Um feixe de protons com energia cinética média de 50 MeV incide sobre um degrau de potencial de 30 MeV. (a)
Qual a fragdo do feixe que ¢ refletida? (b) Qual a fragdo do feixe que ¢ transmitida? (c) Como se modificam os

_J2
resultados encontrados em (a) e (b), se a energia dos préotons for de 20 MeV? Respostas: (a) (1 \/;) ; (b)

1+4/2
2
17
1+

Sistema bidimensional, &tomo de hidrogénio.

SIS

Considere uma particula movendo-se em um espaco bidimensional definido por V =0para0 <2 < L,0 <y < L
e V = oo para quaisquer outros valores de x e y.

a) Determine os autoestados da particula neste poco de potencial.

b) Determine o espectro de energia da particula.

¢) Quais sdo os conjuntos de nimeros quanticos do estado degenerado de menor energia? Respostas: (a)

U1 n2 (T,y) = %sin (%x) sin (22%y) ; (b) Enine = 2}3:52 (n% + n%), (¢) (n1, n2) = {(1,2), (2,1)}

Para o dtomo de hidrogénio no estado fundamental determine:

a) a probabilidade de encontrar o elétron em um intervalo Ar = 0.02ag com centro em r = ag; b) a probabilidade
de encontrar o elétron em um intervalo Ar = 0.02a¢ com centro em r = 2ap; ¢) o valor médio da distancia
elétron-ntcleo em termos de ag. Respostas: (a) 0,0107 ; (b) 0,0059; (c) (r) = 3ao.

Considere as autofungdes da equacdo de Schrodinger para o elétron no atomo tipo hidrogénio ¥, (1,0, ) =
Ryt (1) Yim, (60, ¢) e os autovalores, E,, de energia levando em conta apenas o potencial de Coulomb.

a) Quantos orbitais existem para a energia Fy (n = 2)7 Justifique.

b) Explique com base nos nameros quanticos a que estados fisicos do elétron correspondem essas diferentes
orbitais?

c¢) Para o orbital em que a funcéo radial é

1 r o __r

— e Zag
2¢/6a3 ao

R21 (7) =

determine o raio mais provavel do dtomo, isto é, a distAncia mais provavel entre o elétron e o nucleo. Dado:
Pl = beﬂ'z-

d) Considerando agora o spin do elétron, quantos estados diferentes devem existir para o elétron quando n = 27
Justifique sua resposta. Respostas: a) quatro orbitais; ¢) 4ag; d) oito estados



